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[Abbildung 1 M. C. Escher: 'Drehstrudel’]

Hilbert, David: Das Unendliche hat wie kene an-
dere Frage \on jeher so tief das Gemiit der Men-

) schen bewegt. Das Unendliche hat wie kaum eine
andere |ldeeauf den Verstandso arregend gawirkt.
DasUnendicheist aber auch wie ken ancerer
Begriff der Aufkléarung kedirftig.

Das vorangestellte Zitat mag etwas von der

nation vermitteln, die Menschen immer wieder irFdeziAatsemansdertatinyd) e eleschiamemciiveheyi eder
erfahren haben. Deshalb scheint es mir moglich und erstrebenswert, auch die Schilerinnen und
Schiler einer 10. oder 11 Klasse im fadcherverbindenden Unterricht mitzunehmen auf eine Reise,

auf der das Ringen des menschlichen Geistes um das Unendliche sichtbar wird.

1. Inhalte im facherverbindenden Unterricht

Im Mittelpunkt dieser Unterrichtseinheit steht die ,, Unendlichkeit” - ein zentraler Begriff sowohl in
der Philosophie ds auch in der Mathematik, der auch im religiosen Kontext unser Reden von Gott
tangiert. Geschichtlich bedeutsame Problemstellungen - personal verankert an Zenon, Aristoteles,
Pascad, Cauchy, Cantor und Hilbert - bilden das Riickgrat dieser Einheit. Ausgehend von den Uber-
legungen Pascd und den mathematischen Leistungen Cantors kann durch die Beschéftigung mit der
Unendlichkeit auch die innere Ruhelosigkeit erfahrbar gemadit werden, die bei Goethe geradezu
die Vorbedingung der endgultigen Rettung Fausts darstellt: ,\Wer immer strebend sich bemiint, den
konnen wir erlosen.” (VV. 11936 in Faust I1.). Dain dieser Welt das Streben des Menschen keine
letzte Erflllung finden kann, bildet die menschliche Vernunft einen ganz anderen Begriff des Un-
endlichen: das aktual Unendliche.

Im Zentrum methematischen Redens von Unendlichkeit stehen zwei Begriffe: der Grenzwertbegriff
und der Begriff der Madtigkeit. Eine Ausweitung hat der Grenzwertbegriffsin der fraktalen Geo-
metrie efahren, in der der Grenzwert von Punktmengen betrachtet wird. Das saunenswerte Verhal-
ten der ,, Selbstahnlichkeit” von Fraktalen steht im Widerspruch zu Euklids Axiom ,,Das Ganzeist
grofer als win Tell“. Gerade die Abanderung deses Axioms fuhrt im Rahmen der Mengenlehre au
einer Definition der Unendlichkeit: Eine Menge hat unendlich viele Elemente, wenn sie zu einer
edhten Teil menge gleichméchtig ist.

Darauf aufbauend bil dete Georg Cantor eine vollig neue Zahl: o, eine aktual unendliche Zahl und
weiter die transfiniten Ordinalzahlen © + 1, ® + 2, ... Mit dem Beweis der Abzahlbarkeit der ratio-
nalen Zahlen und der Uberabzahlbarkeit der redlen Zahlen erwies Cantor die Tragfahigkeit seiner
Begriff shildungen. Ihm gelang die Strukturierung des Unendlichen, indem er die unendlichen Kar-
dinalzahlen X, Xy, X3, ... einfuhrte.



2. Die Umsetzung d er Einheit

Die o. e. verschiedenen Dimensionen der Unendlichkeit erfordern auf Schilerseite die Offenheit,
sich unter unterschiedlichen Blickwinkeln mit dem Thema auseinander zu setzen. Fir die Durch-
fuhrung deser anspruchsvollen Unterrichtseinheit bieten sich eine Fille von Methoden und Materi-
aien an, z. B. als motivierenden Einstieg eine Bildbetradhtung (M. C. Escher: Drehstrudel), ein
Fragebogen zum Vorwissen sowie @ne Traumreise mithilfe der Folienreihe ,,10 Hoch*. Historisch
anregende Paradoxien konnen in Gruppenarbeit bearbeitet werden, Zenons Paradoxon wird vorge-
spielt, das Problem der aternierenden Summe (mit den mutmalilichen drei Losungen O, 1 und 1/2)
wird in einem Wettbewerb unter dem Vorsitz von Cauchy gel6st. Indem die Lernenden Fraktale
selbst zeichnen, erfahren sie aich manuell, was sch hinter dem Grenzwertbegriff und der Unter-
scheidung zwischen potentiell und aktual unendlich verbirgt. Die eistentiellen Erfahrungen Pascas
korrespondieren mit den Erlebnissen der Lerngruppe ausihrer eigenen ,,Reise in die Unendlich-
keit*. Cantors Leistungen - inklusive dem ersten Diagonalverfahren - kdnnen an dem Beispiel vom
»Hotel Unendlich” (vgl. z. B. mathematiklehren, Heft 31, S. 7) veranschaulicht werden, seine Ent-
dedkung der ,, Superunendlichkeit 1&sg sich in ein ,faustisches Drama* (erhdltlich auf der Home-
page des Autors unter www.rudolf-web.de) verpadken, indem der Beweis durch Widerspruch der
Uberabzahlbarkeit in einen Dialog zwischen Faust und Mephisto erbracht wird. Dieses gete Streben
des Menschen, das Goethe in seinem ,,Faust” so eindrucksvoll beschreibt, kann auch von den Schi-
lern nachempfunden werden: Indem sie eénen Brief an sich selbst schreiben zum Thema , W elche
Wiinsche und Sehnsiichte habe ich? Werde ich zufrieden sein, wenn diese eflllt Sind?*, der erst
nad z. B. einem halben Jahr gedffnet wird. Dabel wadst beim Schreiben die Erkenrtnis, dasses
gerade 2um Wesen des Menschen gehort, immer weliter zu streben: Die potentielle Unendlichkeit
des Menschen, einer der Ansatzpunkte fur die Religiositét des Menschen. Ein Fragebogen zum Ab-
schlussersetzt die schriftliche Leistungstiberprifung und bietet die Gelegenheit zur Reflexion des
Gelernten.

Unter aleiniger Nennung von Personennamen und Oberbegriffen sei noch auf weitere anregende
Themen aus der Astronomie (moderne Weltbilder, Giordano Bruno, Albert Einstein, Olbers Para-
doxon), der Philosophie ( Platon: Phaidon, Cusanus. Koinzidentia oppositorum, Descartes: Gottes-
beweis aus der 3. Meditation, Kant: Antinomien der reinen VVernunft), im Bereich der Religion
(Gottesbeweise, Unsterblichkeit, Ewigkeit) und aus der Mathematik (Bolzano: * Paradoxien’,
projektive Geometrie: "unendlich fern’, Infinitesmalrechnung - Kegelschnitte, Indivisiblen,
Zahlentheorie) hingewiesen.

Literatur / Software / Folien / Internet
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(Diese Bucher sind tkeraus empfehlensnert. Die umfassendste und arsprechendste Darstell ungfindet sich bei Maor.)
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weiteren Kaopiervorlagen und einer Linkli ste zum Thema




Ubersicht Gber philosophische Positionen

Vorsokratiker (600- 400 v Chr.): Siewaren die esten Philosophen, die sich - ausgehend von der
Frage nach dem Urstoff bzw. der ,,arche”, dem Ursprung alles Seienden - mit dem Begriff ,, Unend-
lichkeit* beschéftigt haben.

Anaximander von Milet (610- 546v. Chr.): Er fuhrte ds erster den Begriff ,, apeiron” (griechisch:
unendlich; auch: Urstoff) ein: ,,Ursprung der Dinge ist das Unendliche".

Anaxagaas (500- 428v. Chr.): Er hatte den Gedanken der Unendlichkeit bereits auf die

Formel gebradit: ,, Dennweder gibt es beim Kleinen ja @n Kleinstes, sondern es gibt stets

ein noch Kleineres ... aber auch beim Grolen gibt es kein Groftes”.

Demokrit (etwa 460- 370v. Chr.): Beziglich des Kleinen vertritt er die Gegenposition: er meinte,
es s unmoglich, einen Korper unendlich oft zu teillen, sondern nur bis zu den unteilbaren Atomen.
Zenon cer Eleate (etwa 490- 430v. Chr.): Er zeigte mit seinen unsterblichen Paradoxien von , A-
chill und Schildkréte® und vom ,fliegenden Pfeil“, dassbeide Konzeptionen, sowohl die der unend-
lichen Teilbarkeit als auch die der unteil baren Tellchen, zu Widerspriichen fuhren.

Aristoteles (384- 322 v Chr.): gelang mit der Unterscheidung zwischen dem potentiell und dem
aktual Unendlichen eine ailRerst bedeutsame begriffliche Fasaung. Aber auch Aristoteles erkannte:
»Es ergibt sich viel Unmégliches, mag man annehmen, dassdas Unendliche nicht existiere oder
dasses existiere.”

Aurelius Augustinus (354- 430: In seinen ,Bekenntnissen® findet sich der Satz: ,,Unruhig ist un-
ser Herz, bis es Ruhe findet in dir“. Damit beschreibt er den Menschen as ein Wesen, deseen Stre-
ben in dieser Welt keine letzte Erfullung finden kann.

Anselm von Canterbury (1033- 1109: Sein Motto lautete: ,fides quagens intelledum” (Der
Glaube, der nach Einsicht sucht). Diesen Weg geht Anselm im sogenannten ,,ontologischen Gottes-
beweis'. Bel aler Kritik an diesem Vorgehen beibt auf jeden Fall das groRRartige Ringen um einen
angemessenen Begriff Gottes: , Etwas, woriber hinaus nichts Grof3eres gedadt werden kann.“ An-
selm trifft in seinem ,Beweis* auch eine Aussage Uber den Menschen, genauer Uber das menschli-
che Denken, das sch durch nichts Endliches aufhalten lasd und tber alles V orgegebene hinaus-
schreitet.

Blaise Pascals (1623- 1662: Die philosophischen Uberlegungen waren durch seine vielfatigen
Forschungen in den unterschiedlichsten Bereichen (Mathematik, Physik, Technik, Theologie und
Philosophie) geprégt. Durch die technische Entwicklung von Mikroskop und Fernrohr drang der
Mensch immer weliter in den Mikro- und Makrokosmos ein. In seinem Naddenken tber den Men-
schen erkannte Pascd: ,,Dennwas ist schliefdlich der Mensch inmitten des Kosmos? Ein Nichts im
Vergleich zum Unendlichen, ein Allesim Vergleich zum Nichts: eine Mitte avischen Nichts und
All.* Dies madt die Grofe und das Elend des Menschen aus. So setzt sich Pascd den beiden Un-
endlichkeiten existentiell aus und erspirt das, Gefuhl der Verlorenheit im endlosen, undurchdring-
lichen Weltall”, die radikale Ungesichertheit menschlicher Existenz.

Georg Cantor (1845- 1918: “Wenn man von der Endlichkeit des Verstandes gricht ... setzt man
still schweigend voraus, dass ®ine Fahigkeiten zur Bildung von Zahlen auf die endlichen Zahlen
beschrankt ist. Wennes sch jedoch erweist, dassder Verstand in der Lage ist, in gewissen Sinne
unendliche Zahlen zu bestimmen und von einander zu unterscheiden, so mussman dem menschli-
chen Verstand das Prédikat "unendlich’ zuschreiben, was meiner Meinung nach alein richtig ist.
Wie beschréankt auch die menschliche Vernunft ist, so ist doch viel vom Unendlichen hangen
geblieben.”




Beispiele aus der Einheit / Kopiervorlagen

Fragebogen zur Unendlichkeit

I. (8) Welche Asziationen kommen dir bei dem Wort ,, Unendlichkeit*? Beschreibe deine
Vorstellungen Uber ,Unendlichkeit”! Nenne Begriffe, die ene dnliche Bedeutung haben wie ,,Un-
endlichkeit“! Versuche ane Definition des Begriffes ,, Unendlichkeit”!

(b) Ja/ Nein-Fragen:

- Gibt es deiner Meinung nadh in der Reditét etwas, das mit dem Begriff ,, Unendlichkeit* um-
schrieben werden kann?

- Ist der Mensch/ der menschliche Verstand endlich bzw. begrenzt?

- Ist das Weltall endlich bew. begrenzt?

- Gibt esim Kleinen ein Kleinstes?

(c) - Nenne Beispiele aus verschiedenen Bereichen (Mathematik/ Phil osophie/ Religion/

Physik/ Astronomie/ Kunst/ Literatur/ Musik ...), in denen die ,,Unendlichkeit* eine Rolle spielt!
II. (a) Welche Emotionen und Gedanken verbindest du mit der Vorstellung desimmer Groferen
bzw. immer Kleineren? Welche Bedeutung hat dann der Mensch zwischen Mikro- und Makrokos-
mos?

(b) Zur Mathemetik: Gibt es deiner Meinung nach verschieden grof3e Unendlichkeiten?

(Bsp.: Gibt es mehr natiirliche Zahlen oder sind es gleich viele wie Quadratzahlen?)

[II. (a) Die asten griechischen Philosophen werden oft als,, Naturphilosophen* bezechret. Sie
stellten sich die Frage nach dem Urstoff und dem Ursprung aller Dinge in der uns umgebenden Na-
tur. Was meinst du: Gibt es einen Urstoff, aus dem alles gemadht ist? Was ist der Ursprung aller
Dinge?

(b) Kannst duin endlicher Zeit unendlich viele Stationen eines Weges passeren?

(c) Wenndu eine Gerade entlang laufst, indem du bel Null startest, welchen Punkt musg du dann
zuerst passeren? Und welchen danach ...?

(d) 1st 0,9999999999999999999999999= 17?

Verschiedene Unendlichkeiten?

Problem A: Betradte verschiedene Zahlenmengen:

- dieQuadratzahlenqg={ 1,4, 9, 16, 25, ...} - degeraden Zahleng={ 2, 4, 6, 8, 10, ...} - diena
turlichenZahlenN ={1, 2, 3, 4,5, ...} - deganzenZahlenZ={0, 1,-1, 2,-2, 3, -3, ...}
Wie viele Elemente hat jede Menge? We sehen die Tellmengenbezehungen aus?

Euklid hat gesagt: Das Ganzeist grof3er als ein Teil davon.

Bsp...{1,2}0{1,2, 3}, die este Mengeist ein Tell der zweiten, aso ist die aveite groler.
Wieist das nun bel unendlichen Mengen? Gibt esim Unendlichen Unterschiede?

Problem B: Stellt Euch vor, Ihr habt unendlich viele Quadrate, die langs einer Halbgerade ange-
ordnet und duchnumeriert sind:

Lif2fsfafs]e ]~ $ [ Abbildung 3 Brawardine]

Ein Mann ramens Brawardine (14. Jndt., England) hat behauptet, dasser, wenn der Balken auch
nad links unbeschrénkt verlangert wére, nicht mehr Quadrate brauchen wiirde, um sie langs dieser
Geraden ohne Licken hinzulegen. Er ging sogar soweit zu sagen, dassdie obige Anzahl von Quad-
raten fur eine Bededkung der ganzen Ebene ausreichte.

Glaubst du des? Damit du dr das alles besser vorstellen kannst, erhdltst du quedratische Zettel, die
du nummerieren kannst, um sie dann so hinzulegen, wie Brawardine es vorschldgt. Es snd leider
nur endlich viele, den Rest habe ich irgendwie verloren. Madt hoffentlich nichts, stelle dir einfach
vor, du héttest beliebig viele Quadrate. Begrinde deine Antwort so, dassdu andere davon tberzeu-
gen kannst!




Potentiell - aktual unendlich

Aristoteles unterscheidet zwischen: potentiell unendi ch und aktual unendlich.
Ordne folgende Definitionsversuche und Beispiele diesen beiden Unendlichkeiten zu:
potent. unendlich | aktual unendlich

Es gibt immer einen Nadifolger
Es gibt immer etwas Extremeres
Es gibt keine Schranken

Etwas, wortber hinaus nichts
Groleres gedadit werden kann
Die Menge der natirlichen Zahlen
Der mathematische Punkt

Anzahl der Ecken eines Kreises
Gott

Fraktale Geometrie

a) Zur Kustenlange Deutschlands und Danemarks:
Von der West- bis zur Ostgrenze sind es ungeféhr 500 km, von Hamburg bis zur Nordspitze Dane-
mark ebenso 500 km.

(0) Né&here die Kustenlange durch eine Strecke an

(2) ... durch ein Polygon mit einer Ecke

(2) ... mit zwei Ecken

(3) ... mit drei Ecken

(n) ... mit n Ecken
Schétzejewells die Klstenlangen d1, d2, d3, d4,...!

b) Zeichne die K ochkurve:
KO: eine Stredke der Lange 1 (zum Zeichnen: 18 cm).
K1: Ersetze das mittlere Drittel durch eine,, Spitze‘ (zwei Strecken der Lange 1/3). Du er-
haltst eine Figur mit vier Strecken der Lange 1/3.
K2: Ersetze bei dlen Stredken das mittlere Drittel durch eine Spitze, wobel wieder alle Stre-
cken gleich lang sein sollen.
... (Zeichre mindestens his K4!)
Beredhne die Langen knder Figuren Kn(der Kochkurve).



Pascal

» Der Mensch betrachte den gesamten Kosmos in seiner hohen und vdlen Majestét; er lenke seinen Blick ab
von cen ihn umgebenden niedrigen Dingen. Er schaue auf das blendende Licht, das wie ene evige Lampe
hingesetzt ist, das All zu erleuchten; die Erde escheineihm wie @n Punkt verglichen mit der erhabenen
Bahn, den deses Gestirn beschreibt; und er staune dartiber, dassdiese weite Bahn auch selbst nur ein winzi-
ges Plnktchen ist, verglichen mit jener, durch de die das Firmament durchroll enden Gestirne ziehen. Aber
wenn unser Auge hier stockt, so gehe die Einbildungskraft weiter; doch auch sie wird rascher im Auffassen
ermiden als die Natur im Spenden. Diese ganze sichtbare Welt ist nur ein unmerklicher Punkt im geraumi-
gen Schold der Natur. Keine Vorstdlung kammt ihr nahe.

Aber um ihm noch ein anderes, ebenso erstaunliches Wunder vorzustellen: er suche nur unter den ihm be-
kannten Dingen de winzigsten auf. Eine Milbe zeigeihmin der Kleinheit ihres Korpers noch unvergleich-
lich Keinere Telle, Beine mit Gelenken, Adern in desen Beinen, Blut in den Adern, Trdpfchen in desem
Blut, Dampfein desen Tropfchen; nun telle & nochmals diese letzten Dinge, erschipfe seine Kréafte dabei,
siesich varzustelen; und der letzte Gegenstand, zu dem er gelangen mag, soll nunmehr derjenige unserer
Erorterung sein. Vidleicht wird er denken, er habe das duf¥erst Kleine der Natur erreicht. Ich will i hm darin
enen neuen Abgrund zeigen. ...

Dennwas ist schliefdlich ein Mensch inmitten des Kosmos? Ein Nichts im Vergleich zum Unendichen, ein
All im Vergleich zum Nichts: eine Mitte zwischen Nichts und All. Unendich davon entfernt, die Extreme
geistig enzuhden, sindihm das Endzid der Dinge wie ihr Ursprung unbezwingich verborgen in enem un-
durchdringlichen Geheimnis; er ist gleichermal3en unfahig, das Nichts, aus dem er gezogen ist, zu erkennen
wie das Unendiche, dasihn verschlingt.”

Fragen zum Text von Pascd:
(1) Welche Aussage Uber die Stellung des Menschen madit Pascd?
(2) Stimmst Du dieser Aussage au?

Reisein die Unendlichkeit

Nad der Lektire von Pascd-Texten, in der die existenzielle Dimension der Unendlichkeit darge-
stellt ist, kdnnen die Lernenden in Kleingruppen selbst eine ,,Reise in die Unendlichkeit*
unternehmen: Mit Hilfe @nes Computerprogramms (z. B. FRACTINT) zoomen se z B. indie
Mandelbrotmenge, mittels Farbfolien ( , 10 Hoch®*: Reise in den Makro- bzw. Mikrokosmos), mit
dem ,, Spiegelwunder“ (aus dem Buch “Hallo, Mister Gott, hier spricht Anna*), mit Escherbildern
oder anderen Darstellungen zur Selbstbeziglichkeit.

Arbeitsauftrag:

(1) Versuche mit dem vorliegenden Material und deinem Vorstellungsvermogen eine ,,Reise

ins Unendliche” zu unternehmen.

(2) Beschreibe Deine ,,Reise” (deine Vorstellungen, Eindriicke ...)

(3) Welchen der beiden Aussagen stimmst du nun eher zu?
(i) ,Wasist schon ein Mensch im Unendlichen? ... Ein Nichts.”
(i) Gerade die Fahigkeit des Menschen, immer weiter ins Unendliche enzudringen, zegt
die Grole und Wurde des Menschen.

Welt - Mensch -Gott

Welt |
w Mensch Gott
H—+—t+—+—++—+++t++++———
jemand, diber den hinaus nichts grifieres gedacht werden kann [Abhl durg 4 Welt = Meng:h = Gott]
Arbeitsauftrag:

Nimm Stellung zu folgender Einordnung der Stellung des Menschen: die Endlichkeit der ihn umge-
benden Welt, die potentielle Unendlichkeit des Menschen und de &tuale Unendlichkeit Gottes.



Fragebogen zum Abschluss

Wie versprochen folgt am Ende dieser Unterrichtseinheit keine Arbet. Trotzdem mochte ich erfahren, was
ihr zum Thema ,Unendichkeit” nach desen drel Wochen behalten habt, was ihr von desem Thema haltet
undwas ihr gut bzw. schlecht findet. Dazu sollt ihr diesen Fragebogen bearbeiten. Nehmt euch dazu hitte 30
- 40 Minuten Zeit. Die Auswertung wird mir auf¥erdem die Mgl chkeit geben zu beurteilen, ob undwieich
dieses Themain Zukunft gestalten kann. (Stichworte gentigen.)

1. @) Ordne die folgenden Begriffe untenstehenden Personen zu:

»Das denkende Schilfrohr”/ eine &tual unendliche Menge/ Grenzwert/ Begeisterung

fur das Unendliche/ bildliche Darstellung des Unendlichen/ Paradoxie/ potentiell-aktual

unendlich.

Aristoteles/ Cantor / Cauchy / Escher / Hilbert / Pascd / Zenon

Flge a1 jeder Person noch mindestens einen Begriff/eine Bemerkung hinzu!

b) Beschreibe den Unterschied zwischen potentiell und aktual unendlich! (evtl.: Def., Bsp.)

¢) Begrunde: Ist der Mensch endlich/ potentiell / aktual unendlich?

d) Wasist im Unendlichen anders as im Endlichen? (Bsp.)

€) Beschreibe (knapp) eines der folgenden Probleme mit Ldsung.:

Achill und Schildkrote/ Quadrate langs Halbgerade-Gerade/ aternierende Summe/ Hilberts Hotel/
Kustenlange

f) Fasse ane der beiden Definitionen mit deinen eigenen Worten:

- eine Folge konvergiert genau dann, wenn...

- eine Menge ist unendlich genau dann, wenn...

g) LOse ene der drei folgenden Aufgaben:

- Zeige mathematisch sauber, dassdie Menge g der geraden Zahlen{ 0, 2, 4, 6, 8, ... } gleichmadr
tigist zu den rettrlichen ZahlenN ={0, 1, 2, 3,4, ...} .

- Bestimme den Grenzwert der Folge der Langen der Cantorkurven (beginne mit Co= 1; dannwird
immer das mittlere Drittel entfernt: sehe auch das Aufgabenblatt zur Geometrie.)

- Bestimme die Grenzwerte der Folgen der Langen/ der Fladheninhalte bel den Sierpinski-
Dreiedken;

2. @) Was hat dir bel der Behandlung der ,,Unendlichkeit” gut/ weniger gut gefallen?

(einzene Stunden / Gruppenarbeit / mathematische Probleme / Traumreise / philosophische
Aussagen / facherverbindender Unterricht / ...)

b) Was du schon immer sagen wolltest/ Kritik / Anregungen furs nachste Mal/ was Du vermisg hast



