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Fraktale

1. Einleitung:

Um solche grafischen Gebilde handelt es sch in unserem methematischen Referat.
Wir werden in moglichst nicht-mathematischer Spracdhe, also fir jedermann
zuganglich, beschreiben, welche unterschiedlichen Versionen es gibt und dann
genauer auf die Mandelbrotmenge engehen.

In dieser Arbeit soll der Bezug zur Unendlichkeit hergestellt werden.

Wir hoffen, dassnacdh der Lektire des Referates einigen klar geworden ist, wie solche
Abhbildungen entstehen.

2. Definition :

Das Wort , Fraktal® kommt aus dem Lateinischen und bedeutet (ibersetzt gebrochen.
Alle Arten von Fraktalen haben zwei wesentliche Eigenschaften, diein allen
Abhbildungen auch erkennbear sind.

Zum einen ist dies die Selbstahnlichkeit, welche sich dadurch auszeichnet, dassjeder
beliebig kleine Auschnitt dem Ganzen ahnlich ist. Also egal wie weit manin die
Bilder hineinzoomt, man erkennt immer wieder schon gesehene Elemente.

Die aveite Eigenschaft wird gebrochene Dimension genanrt, diese wird ndher
erlautert in der Arbeit von TheresaM. und TaminaR. .

Der Begriff Mandelbrot hat seinen Namen dem polnischen Mathematiker Benoit
Mandelbrot zu verdanken, der im Jahre 1923 geboren wurde und im Jahr 1980 dese
Bilder errechret hatte. Diese Entded<ung ist wahrscheinlich auf einen
Programmierfehler zurtickzufihren.

1980fand Benoit B.Mandelbrot die beriihmte Figur, das Apfelménnchen (so wurde es
spater von der Bremer Forschungsgruppe fur komplexe Dynamik benanrt).
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Durch diese Entdedkung sind Fraktale nicht mehr durch die bekannten Begriffe wie
Punkt — Linie — Flacdhe a1 beschreiben, sondern sie sind unendlich lang und
selbstahnlich.

Ordnung geht dabei in Chaos Uber, wodurch Lange oder Flacheninhalt nicht mehr
bestimmbar sind. Die verbliffenden graphischen Gebilde werden durch Komplexe
Iterationsgleichungen und Vereinbarungen Uber Iterationstiefe und Grenzwerte
erzeugt.

3. Verschiedene Artenim Vergleich

Es gibt zwei Arten von Fraktalen, die sich grundlegend unterscheiden, was bereits an
der Bezaechnung zu merken ist. Zum einen wéren dies die geometrischen Fraktale, wie
beispielsweise das Sierpinski-Dreiedk. Auf diese Art der Fraktale geht die oben
erwahnte Arbeit genau ein.

Die Art mit der wir uns hiermit beschaftigen kann man als nicht-geometrische Fraktale
bezeachnen. Das wohl bekannteste dieser Grafiken ist das Apfelmannchen von dem die
gesamten Rechnungen ausgingen. Das ©genannte Ur-Apfelmannchen war das zuerst
entdedkte Bild das diese charakteristische Form besitzt. Allgemein sind Fraktale dieser
Art as Mandelbrotmengen zu bezechnen. Wir beschéftigen unsin dieser Arbeit
lediglich mit diesen Gebilden, es gibt jedoch noch dhnliche Grafiken, die sich
beispielsweise Juliamengen nennen.

4. Mandelbrotmenge

In diesem Abschnitt werden wir nun erkléren wie diese Apfelmannchen zustande
kommen, wie e also moglich ist sie a1 berechnen. Auf den ersten Blick scheint dies
ein eher kunstlerisches Thema a1 sein, jedoch wird schon beld deutlich werden wie
mathematisch das ganze aifgebaut wird — es handelt sich um eine mathematische
Spielerei, die komplexe Zahlen voraussetzt. Was diese Bilder auszechret ist die
Tatsache, dassman, sobald man am Rand des Apfelmannchens hineinzoomt
irgendwannimmer wieder das Ausgangsbild zu sehen bekomnt.

Wie aer berechnet man solche unendlichen Bilder?

Die Berechnung erfolgt durch die Folge z.1=z.2 + c. wobei c=x+y*i (Komplexe Zahl)
ist. Die Iteration beginnt mit den Startwerten x=y=0 und nach einer bestimmten
Anzahl von Redhenschritten oder nach der Uberschreitung eines Abbruchwertes
abgebrochen. C ist die Zahl der eine Farbe aigewiesen wird. zp=0 it die Anfangszahl.
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(0.20/020)  (0.10065)  (-0.40|Q70)  (0.50|130)

Tr. der Folge: 1.Folge: 2.Folge: 3.Folge: 4. Folge:
5 0.23 0.66 0.81 1.4
3 0,34 0.84 0.74 2.8 202
4 0.35 0.44 051 6.5
5 0.33 0.57 1.0 43 5. Folge:
6 0.30 091 0.74 1900 ' '
> 0.30 0.83 1.1 3 500 000 16
8 031 0.38 1.8 260
9 0.32 0.70 2.4 63 000
10 0.32 1.0 4.9
11 0.31 0,77 24
12 031 0.83 560
031 1.3 320 000
13 51

Die este Folge ist konvergent und strebt gegen 0.31. (Die Punkte mit konvergenten
Folgen hilden das Apfelmannchen.). Die tbrigen Folgen sind offenbar divergent. Die
Glieder der Folge gehen Uber alle Grenzen, allerdings unterschiedlich stark.
Uberschreitet ein Glied der Folge den Abbruchwert (hier 2), so wird dem Wert des
Vorgangerglieds eine Farbe aus einer Tabelle aigeordnet. Den konvergenten Folgen
wird Schwarz z2ugewiesen, daraus resultiert das shwarze Apfelmannchen.

Doch bei 'vermeintlich’ konvergenten Folgen taucht das Problem auf, dasswir nur
endlich viele Folgenglieder ausrechnen kénnen und de Folge in irgendeinem spéteren
Glied doch den Abbruchwert tiberschreitet. Diesen Fehler kann man durch die
Beredhnung von sehr vielen Folgegliedern vermindern, aber nicht ausschliefen.
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5. Bilder
Hier noch einige Bilder um sich das ganze déwas genauer vorstellen zu kénnen..
Zunadhst ein ,einfaches’ Apfelmannchen anhand dessen wir die Berechnung erklart
haben.
Anschlief3end folgend einige faszinierenden Bilder weiterer Fraktale.
Falls ihr noch mehr sehen wollt kénnt ihr unter den Quellen suchen, da findet ihr
einiges was wirklich interessant anzusehen ist ( auch Animationen mit eéinem Zoom in
ein Fraktal!) — Viel Spal3 dabei!
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7. Sdlbststandigkeitserklarung

Wir versichern hiermit, dassdie vorliegende Arbeit in allen teilen selbststéndig erarbeitet
wurde. Die Stellen, die wortlich oder dem Sinn rach den Quellen entnommen wurde,
haben wir in der fur wissenschaftliche Arbeiten Gblichen Form als Entlehnung
gekennzechnet.

St. Blasien, den 22.05.04
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